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Sandw ich  thin w a lle d  beam  open  cross sec tion  is considered. F or the kinem atics descrip tion  car­
ry ings layers a c c e p te d  the h ypoth eses Broken N orm al. F iller is hard. B oundary p ro b lem  com e to the lin­
ear system  o f  d ifferen tia l equations w ith  va r ia b le  coefficients. R ece ived  com bin ed  equations o f  equilib­
rium a n d  its a n a ly tica l so lu tion  v ia  moving.
K eyw o rd s a n d  p h ra ses: san dw ich  thin w a lle d  beam, hypotheses Broken N orm al, boundary value  
problem , va r ia b le  rig id ity .
Устоявшаяся ютассификация тонкостенных стержней на конструкции от­
крытого и закрытого профилей [1], недостаточна в том смысле, что одна и та же 
конструкция может рассматриваться и закрытой и открытой, Все зависит от соот­
ношения размеров поперечного сечения. Тем более, в случае заполнения про­
странства между внешними слоями заполнителем, при значительном неравенстве 
размеров - длины профиля и его толпщны - принятие модели открытого профиля 
совершенно естественно.
На рисунке 1. изображен эскиз фрагмента модели крыла планера и его попе­
речное сечение. Внешние слои назовем обшивкой - ее верхним и нижним слоями 
соответственно. Пусть толщины этих слоев будут а пространство между
верхним и нижним слоями, будучи заполненное другим материалом, например 
жестким заполнителем, естественно считать внутренним слоем, пусть, толщиной 
2 с. Таким образом, в качестве простейшей модели крыла планера примем кон­
сольный трехслойный тонкостенный стержень открытого профиля.
Ограничимся малыми деформациями, которые определяются соотношения­
ми Коши
j+Uj
Л ( 1)
Здесь и i J -  производная переменной w, по j  -й координате. Введем криво­
линейную ось поперечного сечения -  рис. 1 с соответствующей координатой -  s 
как след пересечения срединной плоскости с поперечным сечением. Координата 
S отсчитывается от произвольно выбранной точки отсчета на срединной линии 
сечения -  криволинейной оси. Пусть это будет точка .
В каждой точке оси s введем местную систему координат -  (т,Я), соответ­
ственно направлениям: по касательной и нормали к срединной линии сечения. 
Перемещения вдоль этих направлений обозначим через v, w. В третьеім, продоль­
ном направлении перемещение обозначим и.
Учитывая геометрию стержня, гипотезу В.З. Власова об отсутствии сдвига в 
срединной поверхности, а также введенные им понятия секториальных характе­
ристик сечения, получим для перемещений v, w, и формулы;
V = ^(z)cos а  -І- r|(z)sin а  + 9(z)/2, 
w = -^(z)sin а + T|(z)cos а  + 0{z)t , 
и = ę(^) -  {z)x -  {z)y -  В (z ) to .
•t  ^Oizo
Здесь ^(z), T](z), ę(z) -  перемещение профиля как жесткого целого в плос­
кости и из плоскости сечения, 0(z) -  угол закручивания, обусловленный деплана- 
цией поперечного сечения и чистым кручением стержня,
h = {x-a^  )sina -{у-О у  )cosa ,
t = { x -a ^)cosa + (у- Oy )sina , 
dx = {ds)cosa, dy = ((iy)sina,
0  -  секториальная площадь.
Учитывая, что для слойной конструкции необходимо учитывать работу про­
дольного момента, то с принятием к рассмотрению сдвиговой поправки по Тимо­
шенко С.П. -  Т , продольные перемещения по слоям примут вид
и^ '^> = ę(z)+ СЦІ -  ^  Л.г (^Хт(-^)+ ncosa{s))-B  ^(®(‘5')+
= ę (z )-c \|/-^  2(zXx(^)-«sina(5'))-ri,^(zX>'(^)+«cosa(j'))-0^ ((0(5)+« t{s));
’ >z
= ę{z)-n  v|^  (x(j')-H зіпа(л’))-гі,2 (zXy(-s')+« соа(л'))-0,^  (zX(o(i')+«^(^)).
По формулам Коши (1) вычислим деформации. Например, для среднего слоя 
получим
(г)-4  г .iz)(x{s)-nsinа (^ ))-г) (zXy(^)+ /гсоза (5))-
- 6,^(zXro(-y)+«K'^))’ (2)
Z. Z z
Уравнения равновесия получим, применяя принцип Лагранжа.
Вычисляем вариации деформаций, например для 6  получим
5 е2  = б ę Д г)+ с 5 v)/,^  -5  (^(^)- и sin а  (^))-
-S^,zz(^X>'(‘y)+ «cos a  (5))-5  0,22 (®(‘5')+« (^■у))-
Аналогично для других вариаций в слоях: бе^ 2г ,^ 6 е 2^^ , .
Введем внутренние силы, интегрируя по поперечному сечению, т.е. по ко­
ординатам -  п , S .
= \ \ < 5 dsdn\ Q = = J Jo^^Jds dn ; = J |cs^ )^ ydsdrr,
s n  s n  s n
dsdrr, в ( й  dsdn
s n  s n
Необходимо учесть крутящий момент свободного кручения .
Определим вариацию потенциальной энергии, как работу внутренних сил 
деформаций по слоям, и интегрируя по объему получим
б = j X f J (аJ беИ ds dn )dz.
z X s n
Аналогично для вариации работа внешних сил получим 
б ^  = И(/?г + ^'^ + Pw^ w)dsdz + bAQ .
ZS
Здесь 5Aq -  вариации работы внешних сил на контуре.
Подставляя в эти выражения вариации деформаций и преобразуя слагаемые 
с вариациями производных известным образом [2], например,
(N (z )ą ,,) = (Л '(г)ба. -(A'.z W są ).
Удовлетворяя граничным условиям, получим систему уравнений равновесия 
в силах:
N ’ z =  - P z ’
M ,^-Q  = 0,
^y^zz= l ^ x d s - q ^ ,  
^x^zz= \ ~ y d s - q y .
(3 )
l {z )  dz
+M k,z
dp.
L(z) dz
<ads -  m .
Здесь M  -  обобщающий момент, соответствующий сдвигу Т ; /« -  погон­
ный крутящий момент; q^, qy, -  погонные распределенные поверхностные 
нагрузки.
Преобразуем условия равновесия в силах (3) в уравнения равновесия в пе­
ремещениях.
(f ^,z +5'„vj/,2 -Sy^„, X  = -pPz’
Ł
('^ n ?’г V’z ~^ny^’ZZ ~•^ nДcЛ)ZZ nx^ z^z )>z — o ,
( -  S y ^ „  - I y „ W , x  + K ^ ^ z z  + dyx^ ^ zz  Izz = ^  4 x  +  } P z ,z ^ d s
в  l {z )
( ^ xn^^^z'^^xy^’z z '^ ^ x ( S > ^ ’z\zz ^
(~ ^ a>^ ’Z ~^ ФП^ ’2 '^ (^O y^’ZZ '*’-^X(fl Л»22 “*'^ C0®’22 ~f ^  ^ P .^-
/  Л
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Следует заметить, что полученная система уравнений имеет принципиально 
ту же структуру как и в случае сплошного тонкостенного стержня, правда на два 
порядка выше, что обусловлено учетом сдвига во внутреннем слое [3]. Но здесь 
геометрические характеристики вычисляются по слоям и суммируются. Более то­
го эти характеристики, а именно моменты инерции , 1у, в связи с тем, что для
любой малой окрестности приращения вида n s in a , «cosа  . Поэтому геометриче­
ские характеристики примут вид, например
/ , = ! / ( *  V F + J cosa(5 )d l,
где dF = b(s)ds; dl = .
12
Полученная система уравнений шестнадцатого порядка. В рамках матрично­
го метода решения [4] система уравнений может быть приведена к системе вось­
ми уравнений второго порядка канонической формы. Тогда решение может быть 
представлено через матричные функции C o (e ( z ) )  и  5 '/(e ( z ) )  с определяющей мат­
рицей E (z ) в о с ь м о г о  порядка, что вполне обозримо.
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